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Einführung  

Leonardo da Vinci

Die Sintflut

Buchempfehlung:

Hans J. Lugt

Wirbelströmung in 

Natur und Technik

G. Braun Karlsruhe,  

1979

-------------

nur noch über 

Ausleihe

Buch vergriffen
Eine wichtige Feststellung:

Die inkompressible Strömung bis in den 

Unterschall hinein ist allein Wirbeldynamik. 

Durch moderne CFD-Verfahren mit dem 

Schwerpunkt Transsonik ist diese Einsicht 

etwas in den Hintergrund getreten.
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Über die 

Strömungsmechanik 

hinaus spielen 

wirbelförmige 

Strukturen eine 

bedeutende Rolle als 

Ordnungsmuster der 

Materie. 

Einführung  
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Einführung

Dynamik: 

Erhaltungssätze

ÅImpuls

ÅEnergie

Å[Masse]

Physikalische 

Eigenschaften:

ÅSchubviskosität

Å[Druckviskosität]

ÅWärmeleitung

ÅKompressibilität

Kinematik:

Differentialgeometrie
Feldeigenschaften:

Vektoranalysis

Newtonsches Fluid

- Kontinuum                                         -),(),,(),,( txvtxptx
CCCC

r

Thermo-

dynamik

Tropensturm George 1998
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Einführung  

Und über alle Ordnung hinaus

die Unordnung: 

Turbulenz!
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Kinematik des Strömungsfeldes: Erhaltung der Masse

Notation für Strömungsfeld: Dichte und Geschwindigkeit

3D Raumbereich parametrisiert mit {yk}

Parametervolumen:

î Q = î y1î y2î y3

B = o; eif g

ox!à = x = x iei

Raumfestes Bezugssystem: 

Koordinaten für Punkt x: 

x i(yk; t 0) = yi

v (x ; t) ñ v i nd(x ; t) = vi
i nd(x

k; t) ei

Geschwindigkeitsfeld v der Materie:

(Die von einem bewegten Körper 

induzierte Bewegung der Materie)

vi
i nd(x

k; t) :=
@t
@x i

h i

yk

î M (yk) = %(yk)î Q; %(xk; t 0) = %(yk)

Massenelement über Dichtefunktion:

Erhaltung der Masse: @t
@î M

â ã

yk ñ 0 (Faktum! - nur Kinematik)

î M

Einsteinsche Summationskonvention: 

Summe über jeweiligen Indizes i-oben, i-unten
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Kinematik des Strömungsfeldes: Differentialgleichung des relativen Verbindungsvektors

Eigenschaften des Strömungsfeldes: Relativer Verbindungsvektor

Zeitliche Änderung der Verbindung           zwischen zwei Partikeln a und b:

a

b
î x ab

@t

@î x ab

h i

yk
= î x ab ágrad v

Isotrope 

Kompression ò
Formtreue 

Drehung !
Volumen erhaltende*)

Scherung û

î x ab

@t

@î x
i
ab

ô õ

yl

= î x k
ab á

@x k

@v
i
ind

(x j ;t)

Eindeutige Zerlegung:

diagonal    schiefsymmetrisch    symmetrisch

v i
jk

=
@x k

@v
i
ind =

3
òî i

k + ! i
k + û i

k

î M

*) Volumen erhaltend

Einsteinsche Summationskonvention 
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! 1 = (v3
j2 à v2

j3)=2

! 2 = (v1
j3 à v3

j1)=2

! 3 = (v2
j1 à v1

j2)=2

! = ((! i
k )) =

0 à ! 3 ! 2

! 3 0 à ! 1

à ! 2 ! 1 0

" #

Formtreue Drehung

ò := ((ò i
k )) =

3
ò((î i

k ))

ò = v 1
j1 + v 2

j2 + v 3
j3

Isotrope Kompression

Kinematik des Strömungsfeldes: Übergang zur Vektoranalysis

Relativer Verbindungsvektor: Zerlegung im Detail

@t

@î x
i
ab

ô õ

yl

= î x k
ab á

@x k

@v
i
ind

(x j ;t)

Eindeutige Zerlegung:

diagonal    schiefsymmetrisch    symmetrisch

v i
jk

=
@x k

@v
i
ind =

3
òî i

k + ! i
k + û i

k

ò = divv 2! iei = rotvVektoranalysis:

î M

î x ab

a

b

Warum nicht auch s?

û = ((û i
k )) =

û 1
1 û 2

1 û 3
1

û 1
2 û 2

2 û 3
2

û 1
3 û 2

3 û 3
3

2

4

3

5

û 1
1 = v 1

j1
à ò=3

û 2
1 = (v

2
j1 + v 1

j2
)=2

û 3
1 = (v

3
j1 + v 1

j3
)=2

û 2
2 = v 2

j2
à ò=3

û 3
2 = (v

3
j2 + v 2

j3
)=2

û 3
3 = v 3

j3 à ò=3

Volumen erhaltende Scherung
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Formtreue 

Drehung !
Volumen erhaltende

Scherung û

Erhaltungssätze: Wärmebilanz eines Massenelements

Wärmeleitung

q = à ô gradT

Leistungsbilanz für Wärmeinhalt q eines Massenelements:

ú á
dt

dq = à div q + 2ñ áû2 + ðáò2

Reibung

ñ Scherviskosität ïBedeutende Rolle auch für

die Übertragung von Impuls

Energiesatz: Zeitliche Änderung des Wärmeinhalts eines Massenelements

ð
Druckviskosität ïUntergeordnete Rolle und

nur bei höheren Frequenzen wirksam

û2 := û k
i áû i

k

ò2 := ò k
i áò i

k

î M

Isotrope 

Kompression ò

dt

dq(yk;t)
:=

@t

@q(yk;t)
h i

yk

Zeitableitung in Materiekoordinaten:

Zeitableitung in Raumkoordinaten:

dt

dq(x ;t)
=

@t

@q
+ v ágrad q

Ý Klassische Aerodynamik
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Erhaltungssätze: Impulserhaltung

Impulsänderung Folge von Gradienten:  Navier-Stokes Gleichung

(Schreibweise als Gradient des Tensors der Impulsstromdichte)

Formtreue 

Drehung !
Volumen erhaltende

Scherung û

p(%; T) =
A r

R %T

Ideales Gas, Druck p:

R = 8:31 á103JK à 1kgà 1

A r = 28:96

î M

Isotrope 

Kompression ò

Der Impulssatz leitet sich ab aus den tangentialen und normalen mechanischen Spannungen, 

denen ein Massenelement durch die benachbarten Elemente ausgesetzt ist: 

Schwerefeld: g = à grad Ð

%(p) á
dt
dv = à grad p+ 2ñ gradT áû à %(p) ágrad Ð + ðágradT ò

Druckgradient: à grad p

gradT áû = @û i
k=@x k áeiTangentialspannung: (Kompression)
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Erhaltungssätze: Grundgleichungen der klassischen Aerodynamik 

Erhaltungssätze für die klassische Aerodynamik (subsonisch)
Differentialgleichungen für Druck und Geschwindigkeit (neben anderen Formulierungen)

%(p) = %1 á
p1

p
ð ñ

í
1

Definitionsgemäß gilt:

ÁIdeales Gas 

ÁAdiabate Zustandsänderung

ÁBeschleunigungen im Strömungsfeld groß gegen die Erdbeschleunigung

ÁMassenerhaltung im Volumenelement liefert Differentialgleichung für Druck

%(p) á
dt
dv = à grad p + ñ É v +

3
1 grad(divv )

â ã

Massenerhaltung: dt

dp = à %(p) c2
s(p) ádivv

Energieerhaltung:

Impulserhaltung:

Annahmen:

c2
s(p) = í áp=%(p)

Inkompressible Strömung:

ò = divv = 0

%(p) =ø %1

Isentrope Schallgeschwindigkeit:

gradT áû = @ûi
k=@xk áei =

2
1 Év +

3
1grad(divv)

â ã

Ý Zum Energiesatz   
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Erhaltungssätze: Optionen zur Lösung

Integrale und differentielle Darstellung der Erhaltungssätze

Bei der Lösung von Umströmungsproblemen geht es im Kern stets um das Ziel, die Reaktionskraft des 

Fluids auf einen darin bewegten Körper zu bestimmen. Es gibt dabei zwei wesentlich verschiedene 

Möglichkeiten, die Erhaltungssätze für Impuls, Masse und Energie zu lösen. 

Die integrale Darstellung der Erhaltungssätze 

verwendet die Funktionen

ÁQuelldichte d= div v und 

ÁWirbeldichte j = rot v. 

Nach dem Fundamentalsatz der Vektoranalysis 

kann jedes Vektorfeld durch Potentiale mit den 

beiden Dichten dargestellt werden. Dabei 

beschreibt die Quelldichte die stoffliche Eigen-

schaft Kompressibiliät. Die Wirbeldichte

beschreibt die stoffliche Eigenschaft Viskosität. 

Lösungsverfahren sind beherrscht von der 

globalen Diskretisierung der Feldfunktionen und 

ihrer Fernwirkung auf die Lösung. 

Die differentielle Darstellung der Erhaltungssätze 

verwendet die Stromdichten 

ÅMassenstromdichte rv,

ÅImpulsstromdichte pn+rv(v.n) und

ÅEnergiestromdichterv(v²/2+e+p/r). 

Alle drei Flüsse bleiben stets erhalten und eignen 

sich deshalb für lokale Diskretisierung. Die 

stofflichen Eigenschaften bestehen neben der 

festen Zahl der Variablen.   

Lösungsverfahren sind beherrscht von der 

lokalen Diskretisierung des Raumes. Nahwirkung 

der Flüsse überträgt Lösung auf benachbarte 

Gebiete. 
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Term beschreibt ViskositätTerm beschreibt Kompressibilität

Vektoranalysis 

Grundlagen der Vektoranalysis liefern Verständnis der Erhaltungssätze

Fundamentalsatz der Vektoranalysis

Jedes Vektorfeld (also auch das Geschwindigkeitsfeld v(x,t) für die Fluidbewegung) kann dargestellt werden als 

Summe aus

Ådem Gradient eines skalaren Potentials j ,

Åder Rotation eines divergenzfreien Vektorpotentials A und

Åeiner Konstanten v0.

v~(x~; t) = à grad ' (x~; t) + rot A~(x~; t) + v~0

î = div v~

Quelldichted

j~= rot v~

Wirbeldichte j

Die Physik des Impulssatzes impliziert (obwohl Fundamentalsatz völlig unabhängig von Vorschriften der Dynamik):

Divergenzfrei:

Ohne Quellen 

und Senken, 

d.h. stets 

geschlossene 

Integralkurven 

eines solchen 

Vektorfeldes.
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v~(x~; t) = à grad ' (x~; t) + rot A~(x~; t) + v~0

Vektoranalysis: Lösung der Erhaltungssätze

Der Lösungsweg, den der Fundamentalsatz der Vektoranalysis anbietet:

div A~ = 0

j~= rot v~

Wirbeldichte j

î = div v~

Quelldichted
v~(x~; t ) =

4ù
1 á

R

Vol

RR
j~(x~0; t ) â

x~à x~0j j
3

x~à x~0

+ î (x~0; t ) á
x~à x~0j j

3
x~à x~0

h i
dV0

Start der BewegungKörper mit

Oberfläche S

u0 d
j

Integrationsvolumen VÁVom bewegten Körper aus wird die Bewegung der 

Partikel durch das relative Geschwindigkeitsfeld vrel

beschrieben.

ÁDas kinematische Geschwindigkeitsfeld vkin beschreibt

die scheinbare Bewegung der Partikel, wie sie im

körperfesten Bezugssystem wegen der kinematischen

Eigenbewegung gesehen wird.

v rel(x ; t) = v(x ; t) + v kin(x ; t)

Umströmungsproblem definiert durch Randbedingung v rel(x S; t) = 0 _ x S 2 S

A~(x~; t) =
4ù
1 á

RRR

x~à x~0j j

j~(x~0;t)
ádV0

4 A~(x~; t) = à j~(x~; t)
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Wirbeltransportgleichung 

Start der BewegungKörper mit

Oberfläche S

u0

j

Integrationsvolumen V

Integro-Differentialgleichung zur Lösung des Umströmungsproblems

divv = 0

Impulssatz in inkompressibler Strömung:

%1 á
dt
dv = à grad p + ñ É v j = rotv

Anwenden des rot Operators ergibt Wirbeltransportgleichung:

dt
d j (x ; t ) =

@t
@j + (vgrad)j

v (x ; t) =
4ù
1 á

R

Vol

RR
j (x 0; t) â

xà x 0j j
3

xà x 0

dV0

dt
d j = j ágradv +

%1

ñ É j

mit Geschwindigkeitsfeld aus j:

Geschwindigkeitsfeld der Relativbewegung: v rel(x ; t) = v(x ; t) + v kin(x ; t)

v rel(x S; t) = 0 _ x S 2 SRandbedingung für viskose Strömung:

Die Wirbeltransportgleichung mit der Randbedingung für das Verschwinden des relativen Geschwindigkeits-

feldes auf dem Rand des umströmten Körpers ergibt eine nicht-lineare Integro-Differentialgleichung.
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Wirbeltransportgleichung: Approximation in der klassischen Aerodynamik

Approximation der Wirbeltransportgleichung: Die infinitesimal dünne Grenzschicht

dt
d j = j ágradv +

%1

ñ É j

Körper mit Oberfläche S

u0

j

v rel(x S; t) án(x S) = 0 _ x S 2 S

Randbedingung: Nur Normalkomponente = 0 

Konzept: Statt räumlicher Wirbeldichte längs der

Oberfläche eine flächenhaft dünne Schicht mit

gleicher Stärke. Grenzfall Re ! 1

Der so genannte 

Nachlauf

x

z

0 0.5 1 1.5 2

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

roty

50.0

45.0

40.0

35.0

30.0

25.0

20.0

15.0

10.0

5.0

0.0

-5.0

-10.0

-15.0

-20.0

-25.0

-30.0

-35.0

-40.0

-45.0

-50.0

Frame 001 ¼11 Apr 2006 ¼Grid: nlr7301h13.grid, Pointdata: nlr7301h13.soln.pval.unsteady_i=1350_t=2.2785e-01

Numerische Lösung zeigt: Annahme einer flächen-

haft dünnen Grenzschicht ist durchaus problematisch.

Profil NLR7301 bei Re = 3 106

j

Impulstransport umgekehrt proportional zur Reynolds-

zahl. Typisch für Luftfahrzeuge: Re = 106 bis 108 !

Re =
ñ

u0á%1 á̀

Entdimensionierung zeigt Einfluss der ReZahl: 

`áu0

1
dt
d j =

`áu0

1 j ágradv +
Re
1 É j
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Wirbeltransportgleichung Ý Ebene Platte 3D

Berechnung der flächenhaften Wirbeldichte auf umströmten Körpern

`áu0

1
dt
d j =

`áu0

1 j ágradv +
Re
1 É jX

Gleichung für flächenhafte Wirbeldichte,

formuliert im mitbewegten Bezugssystem: 

@t
@j f + v rel ágradj f = j f ágradv rel

@t
@j f (x F; t ) + u0@x

@j f (x F; t ) = 0

Flächenhafte Wirbeldichte auf F = S U N, d.h. auf

Der Oberfläche S des Körpers und im Nachlauf N:

Approximation der Relativgeschwindigkeit:

v rel(x ; t)=ø (u0; 0; 0)T
?
?v i nd

?
? ü u0

Vortragsdiapositiv 1979 (W. Send)

Lösung der ïnunmehr linearen ïIntegralgleichung

über Ansatzfunktionen liefert als Ergebnis: 

ÁTangentiale Umströmung der Oberfläche.

ÁStetiger Abfluss der Wirbeldichte in den Nachlauf.



18 (32)
W. Send, Die Rolle der Wirbeldichte bei der Lösung von Umströmungsproblemen

Klassische Aerodynamik: Ebene Platte 3D  

v(x ,y,z)0 y

z
m/s

4.0

3.2

2.4

1.6

0.8

0.0

y

z

j(x ,y,z) [1/s]0

jf(x ,y) [m/s]0

Modellbildung

1/s

250

150

50

-50

-150

-250

In den Lösungen der klassischen Aerodynamik wird die räumliche Wirbeldichte 

auf eine flächenhafte Schicht von Wirbeldichte zusammengedrückt.

Aber der Inhalt an Wirbeldichte bleibt bei diesem Übergang erhalten!

PIV-Aufnahme
Lösung durch Ansatzfunktionen für die Wirbeldichte
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Klassische Aerodynamik: Ebene Platte 3D

Beim Panelverfahren höherer 

Ordnung liefert bereits der 

Ansatz mit einem einzigen Panel

eine vollständige Lösung des 

Umströmungsproblems.

Vortragsdiapositiv 1978 (W. Send)

Klassische Aerodynamik: Ebene Platte 3D  

Anströmung
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Klassische Aerodynamik: Ebene Platte 3D

Anströmung

Randbedingung: Quellfreiheit von j

Stetigkeit: Glatter Abfluss

Integralgleichung in einem Punkt:

v rel(x S; t) án(x S) = 0 _ x S 2 S
cA = 0.55
(Soll: 0.49) S

N

¤
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Klassische Aerodynamik: Ebene Platte 3D
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Klassische Aerodynamik: Ebene Platte 3D



23 (32)
W. Send, Die Rolle der Wirbeldichte bei der Lösung von Umströmungsproblemen

Klassische Aerodynamik: Nachtrag zur Reichweite des Konzepts

Berechnung von Druck und Schubspannung aus der flächenhaften Wirbeldichte

Integrale Werte: Auftrieb und Widerstand

cP (x S) :=
2
1 %1 áu2

0

p(x S)à p1

cû (x S) :=
2
1 %1 áu2

0

û(x S)

Kennt man die flächenhafte Wirbeldichte aus der Lösung der Integralgleichung, dann kann man mit der 

Annahme der Plattengrenzschicht rekursiv auch die Verteilung der Schubspannung bestimmen. 

Definition der Beiwerte für Druck p

und Schubspannung s:

!
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Erhaltung der Zirkulation

mitbewegte Fläche S zu den Zeitpunkten  t0 und t2

S
0

S
2

Räumliches Vektorfeld j(x,t) und 

È(j ; t) =
RR

S

j (y ; t) ádS(y ) =
RR

S

î È(j ; t)

Der skalare Fluss Geines Vektorfeldes durch eine mitbewegte 

Fläche wird Zirkulation genannt, wenn es sich bei dem 

Vektorfeld um die räumliche Wirbeldichte j handelt. 

Die Zirkulation bleibt 

erhalten, wenn gilt: dt
d È(j ; t) = 0
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Erhaltung der Zirkulation 

%(p) á
dt
dv = à grad p + ñ É v +

3
1 grad(divv )

â ã

dt

dp = à %(p) c2
s(p) ádivv

Ausgangspunkt sind die Grundgleichungen der klassischen Aerodynamik:

= -qj ò = divv

*) W. Send, Zur Lösung des räumlichen Interferenzproblems in der Instationären Aerodynamik, DLR-FB 95-42

Anwendung des Operators rot ergibt das vorläufige Ergebnis:

dt
d j = j ágradv +

%(p)

ñ
É j +

%(p)ác2

S

1
dt
dp

áj à grad p â
dt
dv

h i

Linearisierung der physikalischen Effekte in dem Sinne, dass Terme mit Produkten 

aus Viskosität und Kompressibilität als sekundäre Effekte vernachlässigt werden*). 

Wirbeltransportgleichung im Unterschall:

dt
d j (x ; t) = j (x ; t) ágradv (x ; t) +

%(p)

ñ
É j (x ; t) à òáj (x ; t)
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Erhaltung der Zirkulation 

Wirbeltransportgleichung im Unterschall:

dt
d j (x ; t) = j (x ; t) ágradv (x ; t) +

%(p)

ñ
É j (x ; t) à òáj (x ; t)

Die Vektoranalysis liefert für die zeitliche Änderung des skalaren Flusses dF

eines beliebigen Vektorfeldes f durch ein mitbewegtes Flächenelement dS
den folgenden Zusammenhang, genannt Helmholtzsches Transporttheorem: 

dt
d î Ð =

dt
d f à f ágradv + divv áf

h i
áî S

Dies bedeutet für die Erhaltung der Zirkulation, also des skalaren Flusses der Wirbeldichte:

dt
d î È =

dt
d j à j ágradv + òáj

h i
áî S =

%(p)

ñ
É j

h i
áî S

Die Zirkulation einer mitbewegten Fläche bleibt auch in stoßfreier Unterschallströmung 

erhalten, solange Diffusion von Wirbeldichte in die Umgebung der Fläche durch Auslassen des 

Diffusionsterms ausgeschlossen bleibt. ïAber auch dann bleibt die Wirbeldichte erhalten!
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Methoden der Überprüfung in CFD-Verfahren

Erhaltung der Zirkulation über eine Periode
Vorstudie zum Verständnis der Analyse in viskoser Strömung
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Selected data: Conservation of vorticity j
Y

in the wake

Was wird gemacht?

An einer Position x0 wird in z-

Richtung die Wirbeldichte über 

eine Periode ermittelt. 

Das Integral liefert die Zirkulation

Die Integration über eine Periode 

muss ergeben

í (x0; t)

È(x0) =
R

0

T

í (x0; t)dt = 0
x
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Einheit der 

räumlichen 

Wirbeldichte

[ jy ] = 1/s 

Nach 

Integration 

über z:

Flächenhafte 

Wirbeldichte 

[ jy
F ] = m/s 


