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Kinematik des Stromungsfeldes: Erhaltung der Masse

- NSNS et

‘ 3D Raumbereich parametrisiert mit {y*}
Parametervolumen:

TM

TQ = Tyliyay® | x'(y%;to) = '

Massenelement Uber Dichtefunktion:

M) = %y)1Q; %xk;to) = %y )

Erhaltung der Masse: @I M yK N O (Faktum! - nur Kinematik)

Raumfestes Bezugssystem: o _
Geschwindigkeitsfeld v der Materie:

i . B v
B=foe (Die von einem bewegten Korper Vind(Xk, t) — % )
- y |g induzierte Bewegung der Materie) y

Koordinaten fur Punkt x:

8 = x = ﬂ'ﬂ V(X;t) Al Ving(X;t) = Vi 4(x5;t) &

U

Einsteinsche Summationskonvention: _ ) . _ _ _ _
Summe (iber jeweiligen Indizes-oben, runten  Notation far Stromungsfeld: Dichte und Geschwindigkeit
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Isotrope Formtreue Volumen erhaltende*)
TX ab Kompression o Drehung ! Scherung U

Zeitliche Anderung der Verbindung T X 5 zwischen zwei Partikeln a und b:

O-0-01, D N
oot N N - @ ' A s
N / @5“ = Txapdgrad v
y
Eindeutige Zerlegung:
i
i — @ing _[ o | i ~ ~ ‘
Vik = @k |3kt i T U @ :|x@'@'”d(x t)

*) Volumen erhaltend

diagonal |schiefsvmmetrisch| | symmetrisch |

Einsteinsche Summationskonvention

Eigenschaften des Stromungsfeldes: Relativer Verbindungsvektor

¢ Deutsches Zentrum
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Eindeutige Zerlegung:

- - i
i i j . I — ind —| Oy | [ ~
X - ,@: (x);t o= ind — 3 I
@ ab — |Xk a@lnd( ) VJ @k_ 3| k +H ! k + Uk
@ ab @k
a y!
Txab b diagonal |schiefsvmmetrisch||svmmetrisch|
S (A VY — Of(n | a3 14
0:= ((8)) = () R A 1
\ == 0 a!
AGGHC, a1z 1t o
Isotrope Kompression Formtreue Drehung
- R  a ~ 1,1y A N2 2N A=
ol 02 0 U;"= v;;a 0=3 U,"= vj;a 0=
~— ((iWw=4n1 2 p 3 N2 2 1y — ~ 3 _ 3 2\ —
a= (@) =4 0, 0, u235 0,°= (V7 + V;3)=2 0,°= (vj3 + v,2)=2
() () 0 N 3 — 3 1y — N1 3= v 33 o=
Ug- U3~ Uy 0,° = (le + Vi3 =2 U3"=vgza 0=3
Volumen erhaltende Scherung
. N ! ' ?
Vektoranalysis: o= divv 2l |ei = rotv Warum nicht auch S~

‘# Deutsches Zentrum
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Erhaltungssatze: Warmebllanz eines Massenelements L' N \ ~ -
: e = X ! 1!_// 4 A{/’ﬂ

Reibung e () w
=)

Warmeleitung

g=a 6 gradT Isotrope Formtreue Volumen erhaltende
Kompression o Drehung ! Scherung U
Leistungsbilanz fir Warmeinhalt q eines Massenelements: Zeitableitung in Materiekoordinaten:

dayit) .— @kt
Cdt @ yk

G&%9= 3 div g+ 2ﬁé02+[ }

t

Zeitableitung in Raumkoordinaten:

Scherviskositat i Bedeutende Rolle auch fiir dq(x t) _ @
die Ubertragung von Impuls + \ agr ad q
~2 . o~ kan i
5 Druckviskositat i Untergeordnete Rolle und u=.= ui uk
nur bei héheren Frequenzen wirksam <2 sk oza i
0% = O, ao,

Energiesatz: Zeitliche Anderung des Warmeinhalts eines Massenelements

# Deutsches Zentrum 5
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Erhaltungssatze: Impulserhaltung

Ideales Gas, Druck p:

p(%T) = £ %A

R = 8:314103JK 2 kg??
A, = 28:96

Isotrope - Formtreue Volumen erhaltende
Kompression O  Drehung ! Scherung U

Der Impulssatz leitet sich ab aus den tangentialen und normalen mechanischen Spannungen,
denen ein Massenelement durch die benachbarten Elemente ausgesetzt ist:

%p) & = a grad p+ 2 grad’ &0 a %p) agrad DEF dagrad’ g%

Druckgradient: a or ad P Schwerefeld: g = a grad D
Tangentialspannung: ar ad’ ég = @i k:@k ae (Kompression)

Impulsdnderung Folge von Gradienten: Navier-Stokes Gleichung
(Schreibweise als Gradient des Tensors der Impulsstromdichte)
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Annahmen: Aldeales Gas
Aadiabate Zustandsanderung
ABeschIeunigungen im Stromungsfeld grol3 gegen die Erdbeschleunigung
AMassenerhaItung im Volumenelement liefert Differentialgleichung fir Druck
zdv — A ~ = 1 - e
Impulserhaltung: %p) az-= a grad p+ A Ev + 35 grad(divv)

d 5 _ Isentrope Schallgeschwindigkeit:
Massenerhalung: | gr = & %6p) C5(p) divv c2(p) = 1 &p=%p)

Inkompressible Stromung:
o=diw =20
%p) 2 %

Erhaltungsséatze fir die klassische Aerodynamik (subsonisch)
Differentialgleichungen fur Druck und Geschwindigkeit (neben anderen Formulierungen)

# Deutsches Zentrum
DLR fir Luft- und Raumfahrt eV. - ; 11 (32)
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ErhaltungsS%‘tifze: Optionen zur Losung.

Bei der LOsung von Umstromungsproblemen geht es im Kern stets um das Ziel, die Reaktionskraft des
Fluids auf einen darin bewegten Kdorper zu bestimmen. Es gibt dabei zwei wesentlich verschiedene
Maoglichkeiten, die Erhaltungssatze fir Impuls, Masse und Energie zu l6sen.

Die integrale Darstellung der Erhaltungssatze Die differentielle Darstellung der Erhaltungsséatze
verwendet die Funktionen verwendet die Stromdichten

AQueIIdichte d=div v und AMassenstromdichte rv,

AWirbeldichte j = rot v. Almpulsstromdichte pn+rv(v-n) und

AEnergiestromdichte rv(v3/2+e+p/r).
Nach dem Fundamentalsatz der Vektoranalysis

kann jedes Vektorfeld durch Potentiale mit den Alle drei Flisse bleiben stets erhalten und eignen
beiden Dichten dargestellt werden. Dabei sich deshalb fiir lokale Diskretisierung. Die
beschreibt die Quelldichte die stoffliche Eigen- stofflichen Eigenschaften bestehen neben der
schaft Kompressibiliat. Die Wirbeldichte festen Zahl der Variablen.

beschreibt die stoffliche Eigenschaft Viskositat.
Ldsungsverfahren sind beherrscht von der

Ldsungsverfahren sind beherrscht von der lokalen Diskretisierung des Raumes. Nahwirkung
globalen Diskretisierung der Feldfunktionen und der Flusse Ubertragt Losung auf benachbarte
ihrer Fernwirkung auf die L6ésung. Gebiete.

Integrale und differentielle Darstellung der Erhaltungssatze

# Deutsches Zentrum
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Vektoranalysis

o 7
4 /i
d L4 7

- = Ve ]

Fundamentalsatz der Vektoranalysis
Jedes Vektorfeld (also auch das Geschwindigkeitsfeld v(x,t) fur die Fluidbewegung) kann dargestellt werden als

Summe aus
A
Azlem Gradient eines skalaren Potentials / Divergenzfrei:
/&der Rotation eines divergenzfreien Vektorpotentials A und Ohne Quellen
/&e' und Senken,
Iner Konstanten v, d.h. stets

geschlossene
Integralkurven
eines solchen

v(x;t) =|a grad " (x;t)|+[rot A(Ct) + Wy | Vekiorfeldes.

T:diVV' ]“‘:rotv.

Quelldichte d Wirbeldichte |

Die Physik des Impulssatzes impliziert (obwohl Fundamentalsatz véllig unabhangig von Vorschriften der Dynamik):

Term beschreibt Kompressibilitat Term beschreibt Viskositat

Grundlagen der Vektoranalysis liefern Verstandnis der Erhaltungssatze

# Deutsches Zentrum
DLR fir Luft- und Raumfahrt eV 13 (32)
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Vektoranalysis: Losung der Erhaltungssatze ’ || N N Ly

N der 7
Der Losungsweg, den der Fundamentalsatz der Vektoranalysis anbietet: T’ — ro‘[ \va
v(x;t) = a grad ' (x;t) + rot AQt)+ vy div A=0 Wirbeldichte |
I'(I'(I'( 0
N e — Xt ~ -
4 A0et) = afiet) — Alt) = [y adVe i = div v
aGataun Quelldichte d
. — 1 4 i 0] xa O x~ax~
X t) = 44 Fxt) & o m T t) &g AVt
Vol
AVom bewegten Korper aus wird die Bewegung der Integra;tiGHEQBFUmen \%
Partikel durch das relative Geschwindigkeitsfeld v, g

beschrieben.

ADas kinematische Geschwindigkeitsfeld V,i, beschreibt
die scheinbare Bewegung der Partikel, wie sie im
korperfesten Bezugssystem wegen der kinematischen
Eigenbewegung gesehen wird.

CK)?)?r(l?I;iLnrl S Start der Bewegung
Via(X;t) = V(X;1) + Viin(X; t)
Umstromungsproblem definiert durch Randbedingung VreI(XS; t) =0 __ Xs 2 S

# Deutsches Zentrum B
DLR fir Luft- und Raumfahrt eV 14 (32)
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Wirbeltransgértgleichung

Impulssatz in inkompressibler Stromung: Integratlonsvorumen\\\/

% &Y =agrad p+ A Ev || = rotv

Anwenden des rot Operators ergibt Wirbeltransportgleichung:

[diw = 0

d; — ; 4 = d:/v - — . Korper mit
5 = agradv + %E J il (x;t) = % + (vgrad)j O o Startder Bewegung

. _ 1 ,I\I\I\. ~ \ 0
v(X;t) = & J(xo,t)aj;‘aLx"(j3

Vol

mit Geschwindigkeitsfeld aus j:

Geschwindigkeitsfeld der Relativbewegung: ~ Vre(X;t) = V(X;1) + Vkin(X; 1)

Randbedingung fir viskose Stromung: Vel (X S, t) =0 __Xs 2 S

Die Wirbeltransportgleichung mit der Randbedingung flr das Verschwinden des relativen Geschwindigkeits-
feldes auf dem Rand des umstromten Korpers ergibt eine nicht-lineare Integro-Differentialgleichung.

Integro-Differentialgleichung zur Losung des Umstromungsproblems

# Deutsches Zentrum B
DLR fir Luft- und Raumfahrt eV 15 (32)
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d: — : 4 A= Uo@q a
aj—Jagradv+%EJ Re = %

Entdimensionierung zeigt Einfluss der Re Zabhl:

1 d _ 1 - s
o = &) agradv

Impulstransport umgekehrt proportional zur Reynolds-
zahl. Typisch fir Luftfahrzeuge: Re = 106 bis 108 !

Uo ’ Der so genannte
m—> ‘ | Nachlauf

Korper mit Oberflache S

Konzept: Statt raumlicher Wirbeldichte langs der
Oberflache eine flachenhaft diinne Schicht mit
gleicher Starke. Grenzfall Re! 1

Randbedingung: Nur Normalkomponente = 0

Via(Xs;t)an(xs) = 0 _ Xs2 S|

08 F

0.6 |

Numerische Lésung zeigt: Annahme einer flachen- 500
haft dinnen Grenzschicht ist durchaus problematisch. 45.0

Approximation der Wirbeltransportgleichung: Die infinitesimal diinne Grenzschicht

‘#7 Deutsches Zentrum
DLR fir Luft- und Raumfahrt eV.
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Wirbeltransportgleichung Y Ebene Platte 3D

1 d: _ 1 : « Boundary condition
-] = -] agradv Vo <0
algdt alg
Change of T with respect ; -
: Lo : , ome bogs o 4 7. 5Fgrad 7
Gleichung fur flachenhafte Wirbeldichte, Transportation ~ Diffusion Differential Eg

formuliert im mitbewegten Bezugssystem:

'+ viadgradi’ = | dgradv e

- —
/‘ /"-—v
/j’—/ ;/2_-

T i
b b= — b — 7 b —
Bl
Approximation der Relativgeschwindigkeit:
VreI(X;t)g(UO; 0; O)T ?Ving? U Ug

IowI Reynolds Number Re= " | hign

oo e

Flachenhafte Wirbeldichte auf F =S U N, d.h. auf
Der Oberflache S des Korpers und im Nachlauf N:

' (xpst) + uoS (Xpit) = 0

V—N
Vo (R 7y=0 J40

£« Torad 7o) —= L 720 c)
Losung der i nunmehr linearen i Integralgleichung (diffusion far away) (no change gf J-with-ress
uber Ansatzfunktionen liefert als Ergebnis:

Ugo
/ Fmg{g }*(ﬁ *Uso <;3—X}/'°=0(dl J(Ft)= Jlugt-x,y,2) ()
ATangentiaIe Umstromung der Oberflache.
AStetigerAbeuss der Wirbeldichte in den Nachlauf.

Vortragsdiapositiv 1979 (W. Send)

Berechnung der flachenhaften Wirbeldichte auf umstrémten Kérpern

#7 Deutsches Zentrum
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Tragflache S Nachlauf N Q0

In den Losungen der klassischen Aerodynamik wird die raumliche Wirbeldichte
auf eine flachenhafte Schicht von Wirbeldichte zusammengedrtickt.

Aber der Inhalt an Wirbeldichte bleibt bei diesem Ubergang erhalten!

PIV-Aufnahme
Deutsches Zentrum
DLR fir Luft- und Raumfahrt eV.

in der Helmholtz-Gemeinschaft
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Klassische Aerodynamik: Ebene Platte 3D

Beim Panelverfahren hoherer Ebene Platte 3D, o, =10 deg, A =2.5,1P =1, JP =1 z
Ordnung liefert bereits der Panelverfahren héherer Ordnung
Ansatz mit einem einzigen Panel v
eine vollstadndige L6sung des
Umstrémungsproblems. Anstromung
0.20
0.16
0.12
1.0 0.08
0.5 0.04
N 0.0 0.00
-0.04
0. -0.08
-1.0 -0.12
00 10 g 2.0 3.0 -0.16
-0.20
Y Druckbeiwert c,
i s R s J-_ e RSN AR ,L
Vortragsdiapositiv 1978 (W. Send) g .
% Druckbeiwertc, o ¥ Druckbefwert c,

Y Druckbeiwert ¢, i .
# Deutsches Zentrum
DLR fiir Luft- und Raumfahrt e V. 19 (32)
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Ebene Platte 3D, ¢, =10 deg, A=2.5,IP=1,JP =1
Higher order panel method

TT T
Velocity component v,
Upper side

Velocity component v,
Lower side

020

0.18

0.12

0.08

0.04

0.00

-0.04

-0.08

-0.12

-0.16

-0.20

Flat plate 3D, o = 10 deg, A=2.5,IP=1,JP =1
Higher order panel method

s

_| Pressure coefficient ¢, upper side|

Pressure coefficient c, lower side I

-0.10

-0.20

-0.30

-0.40

-0.50

Cp
0.50

040
0.30
020
010

0.00

pe EE

2 1

Y

#7 Deutsches Zentrum
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Ebene Platte 3D, o, =10 deg, A=2.5,IP =1,JP =1
Higher order panel method

T | | | | | |
\ Vorticity component j, |

0.50

040

0.10

0.00

-0.10

-0.20

-0.30

-0.40

-0.50

N © Randbedingung: Quellfreiheit von |
© ? © o Stetigkeit: Glatter Abfluss
o P o @® Integralgleichung in einem Punkt:
| S| | viaxsit)an(xs) =0 _xs2 S

tt 1+ttt Anstromung
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Betrag und Orientierung der Wirbeldichte
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Klassische Aerodynamik: Ebene Platte 3D

3D Flat Plate - Symmetric Coupled Bending and Torsional Motion
c =1, x./c=1/4, A=6, =*=0.45 (5 /c=6.98), o, =20°, 1=2.9 (h_{c=0.506), x=100° {»*,. based on c/2)

1.00
0.95
0.90
0.85
0.80
0.75
0.70
0.65
0.60
0.55
0.50
0.45
— 0.40
—1 0.3%
—1 0.30
— 0.2%
—1 0.20
—1 0.15
—1 0.10
0.05
0.00

Magnitude vorticity |j|

# Deutsches Zentrum
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Klassische A L W’

Definition der Beiwerte fur Druck p -1.5 I | 0.06 3
und Schubspannung s: CP NACA0012 Cc _ Wirbeldichte _ jyf
i p(XS)é- pl -1 0.04 2
Cp (X - T -
P ( S) 5 ()/(1 aJO \
A \
.— O(xs) -0.5 0.02 ——— 1
Ca (Xs) = Toq 412 \
5 \ -
0 —~_40
Auftrieb
|
I~ /
\.\-\ Y — /
JO\ ’ n 0.5 (1) Potentialverfahren — -0.02 A= — -1
: —_— Re Zahl 100 000
FG t Widerstand (2) Navier-Stokes Losung Anstellwinkel 3°
FW Laminare Stromung
Schwerkraft NN 0 . 1 . | | o004l vV Y L
f=ct-pn - 0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Fligeltiefe x [m] —

Kennt man die flachenhafte Wirbeldichte aus der Losung der Integralgleichung, dann kann man mit der I
> Annahme der Plattengrenzschicht rekursiv auch die Verteilung der Schubspannung bestimmen. .

Berechnung von Druck und Schubspannung aus der flachenhaften Wirbeldichte
Integrale Werte: Auftrieb und Widerstand

#7 Deutsches Zentrum
DLR fir Luft- und Raumfahrt eV. 23 (32)
in der Helmholtz-Gemeinschaft W. Sen



Raumliches Vektorfeld j(x,t) und

mitbewegte Flache S zu den Zeitpunkten t, und t,

{ yim, Spannwote W Zirk ationF=J ( dix

04

03

0.2

o1[

S

J?([m], Stmmrlchtun%
Tragflache S

—

Der skalare Fluss Geines Vektorfeldes durch eine mitbewegte
Flache wird Zirkulation genannt, wenn es sich bei dem
Vektorfeld um die rAumliche Wirbeldichte j handelt.

EGi0 = i adsy) =

S

Deutsches Zentrum
DLR fir Luft- und Raumfahrt eV.
in der Helmholtz-Gemeinschaft

Die Zirkulation bleibt
erhalten, wenn gilt:

dE(;t) =0

082 / o048
Fenster, Blickrichtung Abb. 8

chlauf N 00

TE(j;t)




Erhaltung dgl?:’ZirkuIation

Ausgangspunkt sind die Grundgleichungen der klassischen Aerodynamik:

%p) &Y = & grad p+ A Ev + 1 grad(divw) | | 2= a %p) c(p) adiwv
L=

Anwendung des Operators rot ergibt das vorlaufige Ergebnis: )
di — i 2 iN=r 1 M
=
5 = ) agradv + 06ID)EJ + 0 & a aor

\
\/

L SE

--gj 0= divv

Linearisierung der physikalischen Effekte in dem Sinne, dass Terme mit Produkten
aus Viskositat und Kompressibilitat als sekundare Effekte vernachlassigt werden®).

Wirbeltransportgleichung im Unterschall:

SOGH) = j(x;t) agradv (x; ) + oLEj(x;1) & 08 (x;t)

*) W. Send, Zur L6sung des raumlichen Interferenzproblems in der Instationaren Aerodynamik, DLR-FB 95-42
Deutsches Zentrum

DLR fir Luft- und Raumfahrt eV. 25 (32)
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Erhaltung def’~’Z|rku|at|on n ..3 : N 4

Wirbeltransportgleichung im Unterschall:

FOGH) = j(x;t) agradv (X t) + LB j(X; 1) & 04 (X; 1)

Die Vektoranalysis liefert fir die zeitliche Anderung des skalaren Flusses dF

eines beliebigen Vektorfeldes f durch ein mitbewegtes Flachenelement dS
den folgenden Zusammenhang, genannt Helmholtzsches Transporttheorem:

D= Sfafagradv + divw & &'S

Dies bedeutet fur die Erhaltung der Zirkulation, also des skalaren Flusses der Wirbeldichte:

HQE= Zjajagradv+ 04 &S-= %p)EJ A4S

Die Zirkulation einer mitbewegten Flache bleibt auch in stol3freier Unterschallstrémung
erhalten, solange Diffusion von Wirbeldichte in die Umgebung der Flache durch Auslassen des
Diffusionsterms ausgeschlossen bleibt. i Aber auch dann bleibt die Wirbeldichte erhalten!

#7 Deutsches Zentrum
DLR fir Luft- und Raumfahrt eV. 26 (32)
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Methoden der Uberpriifung in CFD-Verfahren®

NACA0012, Ma=0.5,a,=0,a,=2,w*=1.257 (s,/c = 5) - 2D Euler (structured mesh 229x51)
NACAGO12, Ma = 0.5, o, = 0°, &, = 2% @* = 1.257 {s./c = 5) - 2D Euler (structured mesh 229x51)
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0.8 — Ly (E
B QO A00 UF
B QL0g0 1F
0b 0.080 sE
- 0.070 2F
- 0.060 sk . . .
04 n | —  0.050 0.4 0.2 g 0.2 0.4
N 1 ©.040
C —1 ©.030 .
0z F L | 6020 Was wird gemacht?
B 1 ©.010 i iti i i -
N o F . = T oooo Ap einer P93|t|qn Xo v_vwd In z
- —] -0.010 Richtung die Wirbeldichte Gber
02 E I e eine Periode ermittelt.
C —1 -0.040 Das Integral liefert die Zirkulation
-0.060 1 0
b 0.070 | (Xo; 1)
st -0L080 . . .. c .
= 0.090 Die Integration tiber eine Periode
TP T ‘ : “0.100 muss ergeben
.Z:- Eg% Ll I Ll I L Ll I Ll I Ll Ll I Ll I Ll I Ll I Ll N R,
O NN NS Sls ot 1z 14 16 18 2 22 24 E(xg) = i(Xgt)dt=0
0 02 04 06 08 1 15 14 16 18 2 22 24 x
0

Erhaltung der Zirkulation Uber eine Periode
Vorstudie zum Verstandnis der Analyse in viskoser Strémung
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